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10. Modelowanie procesow odlenini_czych
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10.3. Modelowanie krzepnigcia odlewu

10.3.1. Rodzaje zagadnien i réwnania modelowe

Przy krzepni¢ciu odlewu wystepuja zjawiska typu makroskopowego oraz
mikroskopowego. Numeryczne modelowanie zjawisk makroskopowych obej-
muje wymiang ciepla w ukladzie odlew-forma, umozliwiajaca znalezienie pola
temperatury w odlewie, narastanie fazy stalej i zwigzany z nim rozklad
czasOw krzepnigcia w odlewie, a takze procesy makrosegregacji (zrdznicowanie
sktadu chemicznego) wynikajace z ograniczonej dyfuzji skladnikéw stopowych
podczas krzepnigcia. W bardzo uproszczony sposéb modeluje si¢ takze zmiany
objetosci przy stygnigciu i krzepnigeiu (skurcz), przeplyw metalu zasilajacego
i wynikajacy z niego rozklad porowatosci w odlewie oraz wlasnosci mechanicz-
ne stopu zwiazane z szybkoscia krzepnigcia.

Modelowanie zjawisk w skali mikroskopowe]j obejmuje przede wszystkim
zarodkowanie i wzrost krysztalow oraz zwiazane z tym procesem wydzielanie
si¢ ciepla, zmiany objgtosciowe stopu, mikrosegregacje, a takze wynikajace
z mikrostruktury wiasnosci mechaniczne materiatu.

10.3.1.1. Modelowanie zjawisk makroskopowych

Modelowanie krzepnigcia i stygniecia

Podstawowym rOwnaniem opisujacym przeplyw ciepta w cialach na drodze
przewodzenia jest réwnanie Fouriera-Kirchhoffa, oparte na zasadzie zacho-
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wania energii oraz prawie przewodzenia Fouriera. W postaci ogélnej mozna
je zapisa¢ nastgpujaco

6T_ AT) Q
" V[pc(T)VT]+pc(T)

gdzie: T — temperatura (zalezna od czasu i od potozenia okreslonego wspol-
rzednymi x, y i z); t — czas; 4, ¢ i p — wlasnoéci fizyczne ciala, odpowiednio:
przewodno$¢ cieplna wlasciwa, ciepto wlasciwe (przy statym ciénieniu) oraz
gestosé; O — wydajno$é wewnetrznego zrodla ciepla, w tym przypadku
zwigzanego z wydzielaniem si¢ ciepta krzepniecia, liczona w jednostkach
energii na jednostke objetosci.

Jezeli dla uproszczenia zalozy si¢ niezalezno$¢ stalych materialowych od
temperatury, to réwnanie powyzsze mozna zapisaC w postaci rozwinietej

(10.10)

oT A[@"T T 62T] 0 (1041)

o = pe| o oy a2 |
Wydajnos¢ zrédla ciepta zwiazanego z krzepnieciem oblicza sie ze wzoru

afs
P ot
gdzie: L — cieplo krzepnigcia stopu, f, — udzial fazy stalej w krzepnacym
stopie (zalezny od czasu i od polozenia okreslonego wspdtrzegdnymi x, y i z).
Réwnanie Fouriera-Kirchhoffa mozna rozwiazywaé, stosujac kilka metod
numerycznych, np. metod¢ entalpowa, metode zastepczego ciepta wlasciwego
i inne. Metoda entalpowa polega na wstawieniu réwnania (10.12)
do (10.11) i przeksztalceniu go do postaci

*T 0*T T of\oT
‘[a—;z*a_yﬁﬁ] - P(C—Lﬁ)‘az (10.13)

Q=1L (10.12)

Rownanie (10.13) mozna takze zapisaé w postaci

#T T 2T|  oH |
[az_Jré?J,@] -5 (10.14)

gdzie H oznacza entalpie ciala, ktorej wielko§¢ wynika ze zgromadzonej
w nim energii skladajacej si¢ z energii podgrzania ciala (zwiazanej z cieplem
wlasciwym) oraz jego przejscia w stan ciekly (zwiazanej z cieplem krzepniecia)

H = [cdT+ L(1—f) (10.15)

W metodzie entalpowej rozwiazuje si¢ zatem rownanie (10.14).
W metodzie réznic skonczonych pochodne czastkowe w rownaniu (10.14)
zastgpuje si¢ ilorazami réznicowymi. W przypadku tzw. jawnej odmiany tej
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metody dla kazdego kroku czasowego At oblicza si¢ przyrost entalpii AH
dla kazdej komorki, otrzymujac nowa wartos¢ entalpii na podstawie wartosci
ilorazow roznicowych drugiego rzgdu, wystgpujacych po lewej stronie row-
napia, a otrzymanych w kroku poprzednim. Nowe wartosci temperatury
oblicza si¢ z zaleznosci migdzy entalpia a temperatura dla danego materiahy,
przy czym zalezno$é ta musi byé znana.

W metodzie zastepczego ciepla wlasdciwego roOwnanie
(10.13) przedstawia si¢ w postaci

o*T &*T o°T oT (10
S+t | = pe. .16
[ax2 Tyt 522] _r )
gdzie zastgpcze cieplo wlasciwe ¢, wynosi
c, = c—La—fs (10.17)

oT

Oczywiscie dla temperatury powyzej temperatury likwidus i ponizej solidus
¢, jest rowne odpowiedniemu cieplu wilasciwemu.

Rownanie (10.16), ktore ma posta¢ rownania Fouriera-Kirchhoffa (10.11)
bez wewnetrznych zrodet ciepla, rozwiazuje si¢ analogicznie jak r()yvnan'ie
(10.14) z tym, ze w kazdym kroku czasowym jest obliczana bezposrednio
nowa wartosé temperatury.

Nalezy zwrocié uwage, ze w obu podanych metodach nalezy znaé zwiazek
miedzy udzialem fazy stalej, a temperatura, niezbedny do wyznaczenia zaleit
nosci entalpii od temperatury wg wzoru (10.15) lub temperaturowe;j zaleinoégl
zastepczego ciepla wlasciwego wg réownania (10.17), w ktérym wystepuje
pochodna udziatu fazy stalej po temperaturze. Trzeba mieé zatem zwiazek typu

Jo = f(T) (10.18)

Zalezno$¢ miedzy udzialem fazy stalej a temperatura wyznacza si¢ na qgél
z wykresow rownowagi dla danego stopu, co jest rGwnoznaczne z przyje;cu.zm
zalozZenia, ze krzepnigcie stopu ma charakter rownowagowy (bez przechlodze':ma.l).
Najprostsza i najczgsciej stosowang zaleznoscia jest ta, w ktorej zaklada! sig, ze
cieplo krzepni¢cia wydziela si¢ liniowo migdzy temperatura likwidus i solidus, tj.

_ =T

= (10.19)
I-T;

A

Inne, bardziej zblizone do rzeczywistych zaleznos$ci, zostaly wyprowadzone
przy zalozeniu roznych stopni wyréwnywania sktadu chemicznego w fa?zach
stalej i cieklej podczas krzepni¢cia. Wymieni¢ tu nalezy regule dzwigni, za-
ktadajaca calkowite wyrownywanie si¢ sktadow w obu fazach (patrz p..1.3.2)
oraz réwnanie Scheila, wyprowadzone przy zalozeniu doskonalej dyfuzji (v&fy-
réwnywania skladu) w fazie cieklej i calkowitym jej braku w fazie stalej

n |
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gdzie: T,,, — temperatura topnienia czystego skladnika, T, — temperatura
likwidus danego stopu, k, — wspbtczynnik rozdziatu faz, omoéwiony szcze-
golowo w p. 1.3.2.2.

Wigcej informacji na temat zaleznosci miedzy iloécia fazy stalej a tem-
peratura mozna znalez¢ w podrgcznikach [6, 12].

Zalezno$¢ migdzy zastgpczym cieplem wlasciwym lub entalpia a tem-
peratura mozna wyznaczy¢ takze doswiadczalnie, za pomoca urzadzenia mie-
rzacego ilos¢ ciepta odbieranego od ciala przy jego stygnieciu lub pobieranego
przy ogrzewaniu w sposob ciagly. Urzadzenie takie jest nazywane kalory-
metrem skanujqcym lub derywatografem (patrz takze p. 1.3.2.5).

W przypadku stopdw krzepnacych w stalej temperaturze, tj. metali czystych
i stopéw eutektycznych, przyjetym sposobem postepowania jest zalozenie,
ze w rzeczywistosci krzepnigcie odbywa si¢ w bardzo waskim przedziale
temperatury, np. 7;—T, = 1 °C, przy czym przyjmuje si¢ dla tego zakresu
zalezno$¢ liniowa typu (10.19). Jezeli stop krzepnie najpierw w zakresie
temperatury, a nastgpnie, po dojciu do temperatury eutektycznej w stalej
temperaturze, to wowczas zaleznos¢ fazy stalej od temperatury sklada si¢
z dwéch czgsci, wyznaczanych jak wyzej. Na rysunku 10.5 pokazano charak-
terystyczne wykresy zwigzane z krzepnigciem takiego stopu.

3

Solidus

Zawarto$¢ skiadnika Czas Zastepcze ciepfor
stopowego wilasciwe

Rysupek 10.5. Wykresy zwigzane z réwnowagowym krzepnieciem stopu podeutektycznego:
a) wykres réwnowagi z zaznaczeniem skladu rozpatrywanego stopu, b) uproszczona krzywa
krzepnigcia i stygnigcia, c) zaleznoéé zastepczego ciepla wlasciwego od temperatury (wykres
obrécony o 90°) ‘

Opisane zostanie teraz otrzymywanie réwnafi numerycznych w meto -
dzie bilanséw elementarnych (lub ogblniej — objetosci kont-
rolnych). Rozwazany obszar, zwykle odlewu i formy, dyskretyzuje si¢ dzielac
na komorki prostopadloscienne o wymiarach Ax, Ay i Az. Rozpatruje si¢
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Komérka
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Komaorki
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d
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Rysupnek 10.6. Schemat wymiany ciepta miedzy sasiadujacymi komoérkami zdyskretyzov_vanego_
obszaru lub formy: a) komérka rozpatrywana w otoczeniu komérek sasiadgjac;_'ch, b) wielkosci
zwigzane z wymiang ciepla migdzy komorka rozpatrywang a jedna z sasiednich

bilans energii cieplnej jednej komorki, wymieniajacej cieplo z sasiednimi tak,
jak to zaznaczono na rys. 10.6a. W dowolnej chwili odbywa si¢ wymiana
ciepla z szesScioma sgsiednimi komoérkami na drodze przewodzenia, wskutek
roznic temperatury wystgpujacych miedzy nimi. Podstawowe wielkosci zwia-
zane z ta wymiang zaznaczono na rys. 10.6b (dla przejrzystosci pokazano
tylko dwie komoérki: rozpatrywana i sasiadujaca z lewej strony). Prawo
przewodzenia ciepta Fouriera dla kierunku x mozina zapisaé

a]

przy czym ggstos$C strumienia ciepla g, jest zdefiniowana wzorem

dg
_ do, 10.22)
9% =3, (

gdzie A — powierzchnia, przez ktora przeplywa strumien ciepla (prostopadia
do kierunku tego strumienia).
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Zastepujac pochodne w powyzszych wzorach ilorazami przyrostéw skon-
czonych, otrzymuje si¢ wzor na ilo$¢ ciepla jaka rozpatrywana komérka
o indeksie i,j,k dostanie od sasiedniej, o indeksie i—1,j,k

A

AQ, = K;AYAZ (Ti- 16— Ty At (10.23)

c .. A . . .
Wielko$¢ —f = R jest oporem wiasciwym przewodzenia ciepla migdzy

srodkami dwoch sasiadujacych komorek. Jezeli z komérka nalezaca do odlewu
sasiaduje komorka nalezaca do formy, to wowczas opér cieplny musi uwzgled-
nia¢ rézne wspdlczynniki przewodnosci cieplnej obu materialéw oraz dodat-
kowy opor cieplny na styku obu cial wynikajacy z ich chropowatosci, réznego
typu zanieczyszczeri na powierzchni oraz ewentualnej szczeliny powstajacej
w wyniku skurczu odlewu

Ax/2  Ax/2

R
1 +

) 7 s (10.24)
Analogiczne wyrazenia mozna napisa¢ dla kazdej z szesciu sasiadujgcych
komorek.

W wyniku wymiany ciepta nastapi zmiana energii cieplnej rozpatrywanej
komorki, powodujaca zmiang jej temperatury, zgodnie z zaleznodcia

6
;AQ = VpcAT,;, (10.25)

gdzie: V' = AxAyAz — objetos¢ komorki, AQ — kazda z szesciu porcji
energii cieplnej wymienianej z komorkami sasiednimi.
Przyrost temperatury rozpatrywanej komodrki wynosi

AT ;s = Tijn—Tju (10.26)

przy czym T’ oznacza nowa temperature.

Po podstawieniu wzoréw typu (10.23) do lewej strony réwnania (10.25)
i uwzglednieniu (10.26), mozna wyznaczy¢ temperaturg T’ dowolnej komérki
po uplywie czasu At w funkcji poprzednich temperatur T komorek sasiednich
oraz komorki danej. Jezeli podstawi si¢ nastgpnie T= T’ i powtdrzy wy-
liczenia wielokrotnie, sumujac w kolejnych krokach przyrosty czasu oraz
temperatury dla kazdej komorki, otrzyma si¢ w ten sposéb temperature
w odlewie po uplywie dowolnego czasu.

Uwzglednienie ciepla krzepnigcia najlatwiej jest osiagnaé przez zastapienie
we wzorze (10.25) ciepla wlasciwego c zastgpczym cieplem wlasciwym c,,
podobnie jak to robi si¢ w metodzie réznic skonczonych. Innym sposobem
jest dodanie do lewej strony réwnania (10.25) dodatkowego czlonu opisujacego
bezposrednio wydzielanie si¢ ciepla krzepnigcia, wynikajacego ze wzoru (10.12)
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a,
80, = vio 2 AT,

(10.27)
gdzie pochodna udziatu fazy stalej po temperaturze df;/0T jest znana funkcja
temperatury, ktora dla krzepnigcia rtOwnowagowego mozna otrzymac ze zroz-
niczkowania wzoru typu (10.18), np. zaleznosci liniowej (10.19), wzoru Scheila
(10.20) lub innego.

Chociaz numeryczne metody rozwiazywania rownan krzepnigcia obecnie
zdecydowanie dominuja w zastosowaniach praktycznych, to jednak warto
zwrdci¢ uwage na niektore rozwiazania analityczne. Dla jednowymiarowego
przypadku krzepnigcia typu warstwowego istnieja dwa klasyczne analityczne
rozwigzania rownania Fouriera-Kirchhoffa. Przy zalozeniu idealnego kontaktu
miedzy forma a odlewem, tj. R, = 0, jest to rozwiazanie C. Schwarza, a przy
stalej temperaturze na powierzchni odlewu — rozwiazanie J. Stefana. Istotne
jest, ze w obu tych rozwiazaniach otrzymuje si¢ nastgpujaca postaé zaleznosci
grubosci warstwy zakrzeplej od czasu

x, = kyt (10.28)

gdzie k — stala zalezna od wlasnosci termofizycznych odlewu i formy.
Z réwnania tego wynika, ze czas krzepnigcia odlewu w ksztalcie plyty o grubo-
§ci g jest proporcjonalny do kwadratu jej grubosci

£, oc (%)2 (10.29)

co jest zgodne z przyjmowana zaleznoscia czasu krzepnigcia od modulu
odlewu (wzor (1.21)), w ktorej czesto zaklada sig, ze wykladnik a = 2, na-
tomiast skladnik b = 0. Nalezy zwréci¢ jednak uwage, ze zalezno$¢ (10.28)
otrzymano przy zaloZeniu, ze caly opoOr cieplny migdzy aktualnie krzepnaca
warstewka a odbierajaca cieplo powierzchnia formy znajdujaca si¢ od nigj
w odleglosci x, wynika z oporu przewodzenia ciepla przez zakrzepla juz
warstwe o grubosci x. Warstwa ta i zwiazany z nia opOr narasta w czasie
i stad bierze si¢ malejace tempo krzepnigcia (pierwiastek we wzorze (10.28)),
pomimo stalych warunkow wymiany ciepla na powierzchni odlewu.

Jednak, gdy opdér na powierzchni styku odlewu i formy jest duzy, tj.
R,>x/A, wowczas grubos¢ warstwy zakrzeplej bedzie proporcjonalna do
czasu, gdyz intensywno$¢ odbierania ciepla od krzepnacej warstwy do formy
(okreslona przez stale R,) nie bedzie si¢ zmieniala wraz ze wzrostem x. Tego
typu zjawisko obserwuje si¢ np. przy odlewaniu kokilowym stopow aluminiurp,
gdzie opor cieplny na styku formy i odlewu jest duzy z uwagi na stosowanie
niemetalicznych pokry¢ ochronnych, natomiast opor cieplny zakrzeplej war-
stwy odlewu ze stopu o wysokiej przewodnosci wlasciwej 1, — maty. W innych
procesach obserwuje si¢ czesto stany posrednie, w ktdrych wartosci wyklad-
nika a we wzorze (1.20) zawieraja si¢ w granicach mi¢dzy 1 a 2.

=
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Modelowanie krzepnigcia odlewow metodami analitycznymi, z uwzgle-
dnieniem specyfiki réznych proceséw odlewniczych, bylo przedmiotem ba-
dan W. Longi i zostalo oméwione w podstawowej, obszernej monografii

[11].

Modelowanie przeplywa zasilajacego

Na ogot gtéwnym celem modelowania krzepnigcia jest ocena procesu zasila-
nia odlewu. Z tego powodu obliczenia cieplne, takie jak opisano powyzej,
sa czgsto uzupelniane obliczeniami skurczu metalu oraz modelowaniem
przeplywu zasilajacego. W pierwszym etapie stygnigcia metalu wlanego do
formy mamy do czynienia ze skurczem w stanie ciektym, wynikajacym z od-
bierania ciepla przegrzania, czyli z obnizania si¢ temperatury stopu od tem-
peratury zalewania do temperatury likwidus. Skurcz ten mozna wyznaczyé
bezposrednio na podstawie wspolczynnika rozszerzalnosci cieplnej stopu. Na-
stepnie, znajac udzial fazy stalej w danym punkcie odlewu w calym procesie
krzepnigcia oraz objetosci wlasciwe (odwrotnosci gestodci) stopu w stanie
cieklym i stalym, mozna obliczy¢ objetos¢ wlasciwa mieszaniny, a odnoszac
ja do objgtosci cieczy — procentowa wartosé skurczu w dowolnej chwili
krzepnigcia.

Modelowanie przeplywu zasilajacego, tj. uzupehiajacego braki objetosci
powodowane skurczem, jest jednak bardzo trudne z uwagi na ztozonoéé
procesu przeplywu cieklego metalu (lub mieszaniny cieczy i drobnych krysz-
taléw) przez kanaty pozostawione przez wykrystalizowany juz stop, utworzone
np. przez rusztowanie dendrytow. Trudne do okreSlenia sa nie tylko opory
takiego przeplywu, lecz takze wartosci ci§niedi wywolujacych ten przeplyw,
wynikajace z wielu oddzialywan mi¢dzy forma a krzepnacym odlewem oraz
samego skurczu metalu. Z tego wzgledu przy modelowaniu przeplywow
zasilajacych wprowadza si¢ bardzo znaczne uproszczenia. Przyjmuje si¢, ze
pole cisnienn w odlewie wynika tylko z ci$nienia grawitacyjnego, opory prze-
plywu zas definiuje si¢ nastgpujaco: jezeli udziat fazy stalej nie przekracza
pewnej wartosci krytycznej, to opory te sa rOwne zeru (metal splywa swobod-
nie mi¢dzy krysztalami zgodnie z dzialaniem réznicy ci$nienia metalostatycz-
nego), natomiast po przekroczeniu tej wartosci ustaje.

Dla stopow krzepnacych warstwowo (np. staliwa), w ktérych dlugo utrzy-
muje si¢ stosunkowo wyrazny ciekly kanat w osi Scianki odlewu, warto$é
krytycznego udziatu fazy stalej jest wysoka i wynosi 70-90%. Dla stopow
krzepnacych objgtosciowo, w ktorych siatka krysztaléw wytwarza si¢ szybko
na calym przekroju Scianki odlewu (np. w wigkszoéci stopéw aluminium),
przyjmuje si¢ udzial fazy stalej duzo mniejszy — ok. 30%. Koncowa objetosé
metalu w danej komdrce jest wyliczana na podstawie skurczu w stanie
cieklym i podczas krzepnigcia w tej komorce, pomniejszonego o te ilosé
metalu, ktora do niej doplyngla z komorek polozonych powyzej do chwili,
gdy udzial fazy stalej na drodze przeplywu nie przekroczyt wartosci krytyczne;.
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Modelowanie innych wielkosci

W celu rozwiazywania niektdrych specjalistycznych zagadnien istotne jest takze
modelowanie innych proceséw i zjawisk niz juz omdwione. Najwazniejsze
z nich wymieniono poniZej, z podaniem odpowiedniej literatury uzupelniaj acej.

1. Proces konwekcyjnego przeplywu metalu, nastepujacy po wypelnieniy
formy, w trakcie stygnigcia i krzepnigcia odlewu; wystepuje zwlaszcza
w przypadku odlewow wysokich [1].

2. Procesy makrosegregacji zachodzace podczas krzepnigcia stopow i pro-
wadzace do znaczacego zroznicowania skladu chemicznego w odlewie
(patrz p. 1.3.2.4). Ich modelowanie opiera si¢ na rOwnaniach transportu
masy (dyfuzji) [2, 13, 23].

3. Procesy krzepnigcia jednokierunkowego i odlewania ciaglego [1, 13, 23].

10.3.1.2. Modelowanie zjawisk w skali mikroskopowej

Podstawy zjawisk krzepnigcia odlewu w skali mikroskopowej, a wiec krys-
talizacji stopéw odlewniczych, oméwiono w p. 1.3.2. Najistotniejsze elementy
tej wiedzy z punktu widzenia modelowania matematycznego mozina ujaé
nastgpujaco.

Sita napedowa krystalizacji ziaren réwnoosiowych jest przechtodzenie
stopu ponizej temperatury likwidus, AT = T—T,, niezb¢dne aby stop mégt
krzepna€. Jest to podejscie zasadniczo rézne od stosowanego w modelowaniu
krzepnigcia w skali makroskopowej, w ktorym zaklada si¢ z reguly krzepniecie
rOwnowagowe, a wigc rozpoczynajace si¢ dokladnie w temperaturze likwidus
i przebiegajace zgodnie z wykresem roéwnowagi danego stopu.

Rozréznia si¢ dwa podstawowe rodzaje krysztalow: kolumnowe, tworzace
si¢ w warunkach znacznego gradientu temperatury (np. przy powierzchni styku
z forma) i odpowiadajace krystalizacji kierunkowej, oraz réwnoosiowe, powsta-
jace w warunkach stosunkowo réwnomiernego odprowadzania ciepla we
wszystkich kierunkach w danym punkcie odlewu, odpowiadajace krystalizacji
objetosciowej. W przypadku typowych proceséw odlewniczych ten drugi typ
krysztaldéw zwykle dominuje w masie odlewu i jego tez dotyczyé beda podane
dalej réwnania modelowe. Stosowane obecnie modelowanie powstawania
krysztaléw kolumnowych oraz sformulowanie warunkéw przejscia od jednego
typu krysztalow do drugiego mozna znalezé w literaturze [28, 29].

Wystapienie lokalnego przechlodzenia stopu powoduje powstanie zarod-
kéw krystalizacji, wokol ktorych narastaja rownoosiowe ziarna, wyobrazane
jako twory kuliste. Zaleznie od rodzaju stopu struktura tych ziaren moze
sklada¢ si¢ albo z promieniScie wzrastajacych dendrytéw (obwiednia ich
wierzcholkéw tworzy powierzchnig kuli), albo mieszaniny eutektycznej. W tym
drugim przypadku zaklada si¢, Ze wewnatrz kulistego krysztatu znajduje si¢
tylko faza stala, natomiast w przypadku pierwszym przyjmuje si¢ miedzy
ramionami dendrytéw pewien wspoélczynnik wypelnienia kuli faza stala, zwick-
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szajacy si¢ wraz z postepujaca krystalizacja i wynoszacy na poczatku od
0,2+0,4 [6]. Liczba zarodkéw krystalizacji zalezy od wielkosci przechtodzenia,
przy czym przyjmuje si¢ jedno z dwoch zalozen [25]:

a) wszystkie zarodki powstaja w jednej chwili, po osiagnigciu temperatury

zarodkowania T,<T, — jest to tzw. zarodkowanie natychmiastowe;

b) zarodki powstaja w przedziale czasu, ktory rozpoczyna si¢ w chwili

obnizenia si¢ temperatury do wartosci nizszej niz temperatura likwidus,
a konczy w chwili osiagnigcia maksymalnego przechlodzenia, tj. roz-
poczecia si¢ wzrostu temperatury (rekalescencji) — jest to tzw. zarod-
kowanie ciggle. :

Matematyczne modelowanie krystalizacji w tym drugim przypadku jest
trudniejsze, gdyz nalezy uwzgledni¢ zmienna w czasie liczbe zarodkow; szcze-
golowe objasnienie tego problemu oraz odpowiednie rownania mozna znalezé
w pracach [6, 9, 19]. W podanych ponizej rOwnaniach modelowych zaklada
si¢ zarodkowanie natychmiastowe oraz wzrost ziaren typu eutektycznego.

Dla zarodkowania natychmiastowego przyjmuje sie, ze liczba zarodkow
zalezy od szybkosci studzenia, jaka wystapita w danym miejscu odlewu
w chwili osiagnigcia temperatury T,. ZaleznoS¢ t¢ wyznacza si¢ empirycznie,
zliczajac liczbe ziaren przypadajacych na jednostke objetosci odlewu po jego
zakrzepnigciu. Typowa zalezno$¢ ma posta¢ rownania kwadratowego

2
N = a+b<g> (10.30)

gdzie a i b — wspolczynniki okreSlone doswiadczalnie.
Udziat frakcji stalej w dowolnej chwili krystalizacji mozna obliczyé ze wzoru

4
fs(X,y,Z,t) = N(xay,z)'gnR3(xsy,ZJ) (1031)

gdzie: N — gesto$¢ zarodkdéw krystalizacji w danym punkcie odlewu, tj.
ich liczba przypadajaca na jednostke objetosci, R — promien ziarna kulistego.
Po zréiniczkowaniu tego zwiazku wzgledem czasu otrzymuje si¢

of, O0R

- =4 2o 10.32

o~ NRG (10.32)
Powyzszy wzor na szybko$¢ narastania fazy stalej nalezy zmodyfikowac,
uwzgledniajac zjawisko polegajace na tym, ze w miare wzrostu ziaren za-
czynaja si¢ one stykaé ze soba i efektywna powierzchnia, na ktorej moze
nastgpowaé zwigkszenie promienia (i objetosci) ziarna maleje. Po przyjeciu,
ze w przyblizeniu ta efektywna powierzchnia jest proporcjonalna do udzialu
fazy cieklej w stopie otrzymuje sie¢ zaleznosc¢

o,

0R
s = 21— 10.33
ot 4rNR E a1-£) ( )

ktora po scatkowaniu (wzgledem czasu) daje znane réwnanie Johnsona Mehla




